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10.
Lehrsätze.
(Von Herrn Prof. J. Steiner zu Berlin.)
1. „£ieht man aus den Ecken a, b, c eines gegebenen Dreiecks
durch einen in seiner Ebene liegenden unbestimmten Punct p Strahlen,
welche die Gegenseiten beziehlich in den Puncten «19 419 cl treffen, und
verlangt, es soll das Product
ap'bp'Cp = pai*pbi*pc1
sein, so ist der Ort des Puncts p diejenige dem Dreieck abc umgeschrie-
bene Ellipse, welche den Schwerpunct desselben zum Mittelpuncl hat"
Ist also insbesondere das Dreieck gleichseitig, so ist der Ort von //
der umschriebene Kreis.
2. „Werden durch irgend einen Punct p in der Ebene eines
gegebenen Dreiseits ABC diejenigen drei Geraden rrt, ssi, tt± gezogen,
welche beziehlich von den Seiten A und B, B und C, C und A begrenzt
und durch den Punct p gehälftet werden, so liegen ihre drei Paar End-
puncte r, r i', s,s±; i,t± allemal in irgend einem Kegelschnitte C*, welcher
notwendigerweise den Punct p zum Mittelpunct hat. Und zieht man
ferner aus demselben Puncfe p Strahlen a, , nach den Ecken a, b, c
des Dreiseils und construirt in jeder Ecke %u den zwei anliegenden
Seiten und dem jedesmaligen Strahle den vierten, dem letztern zuge-
ordneten, harmonischen Strahl, beziehlich ccn ß± und ^ so werden diese
drei neuen Strahlen in den respectiven Ecken des Dreiecks allemal von
einem solchen Kegelschnitte Cl berührt, welcher jenem Kegelschnitte C2
ähnlich ist und mit ihm ähnlich liegt, so dafs die sich entsprechenden
Axen beider Kegelschnitte parallel, eben so ihre Asymptoten, falls sie
Hyperbeln sind"*— „Umgekehrt ist durch jeden dem Dreieck abc nm-
geschriebenen Kegelschnitt Cl der Punct p, so wie der ihm zugehörige
Kegelschnitt C2 bestimmt. Somit giebt es nur einen Pol p, für welchen
der zugehörige Kegelschnitt C2 ein Kreis wird, oder bei welchem die
drei Geraden rrl9 ss^ tt^ einander gleich werden; derselbe wird durch
den dem Dreieck abc umgeschriebenen Kreis bestimmt" Ferner:
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„Sollen die Kegelschnitte C2 und C2 insbesondere gleichseitige
Hyperbeln sein, so ist der Ort des Pols p eine bestimmte Gerade H; näm-
lich sind Ä1 9 A!, ct die Fufspuncfe der ans den Ecken a, b, c auf die
Gegenseiten A, B , C gefällten Perpendikel, so liegen die drei Schnitte
der Geraden a^b^ und C, a^L und B, bLcL und A in einer Geraden —
und diese ist die genannte Gerade H" Und
„Soll insbesondere Cl em<> Parabel sein, so zerfällt C2 in %wei
Gerade, etwa r st und rlsLf1^ welche jedesmal der Parabel-Axe parallel
sind und gleichweit vom Pol p abstehen. Für diesen Fall ist der Ort
des Pols p diejenige Ellipse, welche die Seiten des gegebenen Dreiecks
in ihren Mitten berührt und somit den Schwerpunct desselben zum MiUel-
punct hat" U. s. w.
3. Dei allen einem Kegelschnitte C2 eingeschriebenen rechtwinkligen
Dreiecken bac9 welche den Scheitel a des rechten Winkels gemein haben,
gehen bekanntlich die Hypotenusen bc sämmtlich durch irgend einen bestimm-
ten Punct p. Somit entspricht jedem Puncte a in C2 auf diese Weise ein
bestimmter Punct p. Über den Punct p und dessen Beziehung zu dem Puncte a
ist unter ändern folgendes Nähere anzugeben.
„Der Ort des Punct s p ist ein Kegelschnitt Cf, welcher dem ge-
gebenen C2 ähnlich und mit ihm ähnlichliegend und concentrisch ist; und
%war sind a und p stets symmetrische homologe Puncte beider Kegel-
schnitte in Bezug auf deren gemeinsame Haupt- Axe X.; ä. A. der Winkel
zwischen den nach a und p gezogenen Halbmessern wird allemal durch
die Axe X gehälftet" — Ferner: „Sind a, die Halb- Axen von C2 und
«n die Halb -Axen von C2, so ist
_ a*— *
 A o _ g <**— *aL — a ^  , „ und — p ^  „ , oder
„Die in jedem Puncte p an C* gelegte Tangente bildet in C2 eine Sehne
b^Cii welche durch p gehälftet wird und gerade doppelt so grofs als die
Gerade ap ist, so daß der über b^^ beschriebene Kreis den Kegelschnitt C2
im entsprechenden Puncte a berührt; d. h. die gesawmten Tangenten des
C? geben in C2 alle diejenigen Sehnen biC^ welche Durchmesser solcher
Kreise sind9 die den C2 berühren, und jedesmal berühren jene Tangente
und dieser Kreis die beiden Kegelschnitte C? und C2 in einem Paar sich
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entsprechenden Puncten p und a." — Zieht man in C2 eine beliebige
Sehne bc, welche den Ci in irgend zwei Puncten p schneidet, so schneidet
der über derselben beschriebene Kreis den C2 in den entsprechenden zwei
Puncten a.
4. Die Mittelpuncte aller Kreise, welche in einer Ebene durch zwei
feste Puncte a und aL gehen, oder die Sehne aat gemein haben, liegen in
einer die Sehne in ihrer Mitte, etwa #0, rechtwinklig durchschneidenden Ge-
raden AA±. Die auf entgegengesetzten Seiten der Sehne liegenden Theile
dieser Geraden bezeichne man durch A und A^ und demgemäfs jeden Kreis
durch A2 oder , je nachdem sein Mittelpunct in A oder A^ liegt; der be-
sondere Kreis aber, dessen Mittelpunct in #0 liegt, oder welcher die Sehne aaL
zum Durchmesser ha t , heifse A^. Eben so unterscheide man in Rücksicht
irgend zweier ändern festen Puncte b und b1 die durch dieselben gehenden
Kreise durch B2 und B f , und bezeichne den besondern Kreis, welcher bbi
zum Durchmesser hat, durch B{2. Alsdann läfst sich ein Satz wie folgt
aussprechen:
„Sind in einer Ebene irgend zwei Seimen und bbl in belie-
biger fester Lage gegeben und man beschreibt über denselben je ein Paar
solcher Kreise A2 nnd B2, oder A2 und Bf, deren Cenlriwinkel über den
respecliven Sehnen einander gleich sind, so geht die gemeinschaftliche
Secante [die Linie der gleichen Potenzen) jedes dieser Kreispaare stets
durch einen nnd denselben bestimmten Punct p; und beschreibt man ver-
wechselt je ein Paar solcher Kreise A2 und l?2, oder AI und B2, deren
Centriwinkel über den Sehnen ebenfalls einander gleich sind, so gehl die
gemeinschaftliche Secante jedes dieser Kreispaare durch einen ändern
bestimmten Punct q; und diese beiden Puncle p und </ liegen in der ge-
meinschaftlichen Secante der besondern Kreise A^ und B%"
5. Unter allen einem vollständigen Vierseit eingeschriebenen Kegel-
schnitten befindet sich nur eine Parabel P2; sei c ihr Brennpunct und p, q, r, s
ihre Beruhrungspuncte mit den Seiten des Vierseits. Seien ferner a und
die Brennpuncte irgend eines ändern dem Vierseit eingeschriebenen Kegel-
schnitts , so wie /?!, y19 19 die Beruhrungspuncte der aus denselben an
die Parabel gezogenen zwei Paar Tangenten. In Bezug hierauf hat man fol-
genden Satz.
„Das Rechteck unter den Abständen der beiden Brennpuncte a, a
jedes dem Vier seil eingeschriebenen Kegelschnitts A2 vom Brennpuncte c
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der Parabel P2 ist constant (an Inhalt), und zwar gleich der Quadrat-
wurzel aus dem Product der vier Leitstrahlen, welche aus dem Brenn-
puncte der Parabel nach ihren Berührungspuncten mit den Seiten des
Vierseits gehen" Und ferner: „Legt man aus den beiden Brennpuncten a, a
jedes eingeschriebenen Kegelschnitts A2 an die Parabel P2 die zwei Paar
Tangenten, so ist das Product der vier Leitstrahlen, welche aus dem
Brennpuncte c der Parabel nach den Berührungspuncten (p^ q^, rn ^)
dieser Tangenten gehen, ebenfalls constant, und zwar gleich jenem vor-
genannten Producte. Also ist:
ca*ca = const. = ^(cp*c</*cr'Cs},
c f j i ' C c / l - c r l ' C s l = const. = cp*cq*cr-cs"
Insbesondere sind also auch die Rechtecke unter den drei Paar Strahlen,
welche aus dem Brennpuncte der Parabel nach den Gegenecken des Vierseits
gezogen werden, an Inhalt einander gleich, und zwar auch gleich der ge-
nannten Quadratwurzel.
6. Der vorige Satz ist übrigens nur eine specielle Folge des nach-
stehenden Satzes.
„Sind a und a, b und ß, c und die Brennpuncte irgend dreier
demselben Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitte, so findet zwischen ihren
gegenseitigen Abständen allemal die Relation Statt, dafs z. B.
ac'Ctc ·
bc*ßc ~~~ b ·ß
ist." Sind nun c und insbesondere die Brennpuncte der Parabel P2 und
ist der unendlich entfernte, so wird der Bruch rechts = 1, und daher
ac*ac = bc*ßc — const.;
was dem vorigen Satze (5.) gemäfs.
Berlin, im Mai 1852.
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